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ΠΑΝΔΛΛΑΓΗΚΔ ΔΞΔΣΑΔΗ  Γ΄ ΣΑΞΖ ΖΜΔΡΖΗΟΤ ΓΔΝΗΚΟΤ ΛΤΚΔΗΟΤ 

ΓΔΤΣΔΡΑ 11 ΗΟΤΝΗΟΤ 2018 

ΔΞΔΣΑΕΟΜΔΝΟ ΜΑΘΖΜΑ : ΜΑΘΖΜΑΣΗΚΑ ΠΡΟΑΝΑΣΟΛΗΜΟΤ 

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 
 

ΘΔΜΑ Α 

Α1) Θεσξία, Σρνιηθό Βηβιίν, ζει.99. 

 

Α2) α) ΨΔΥΓΗΣ 
β) Αληηπαξάδεηγκα, Σρνιηθό βηβιίν, ζει.35 (ή νπνηνδήπνηε αλάινγν αληηπαξάδεηγκα). 
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Α3) Θεσξία, Σρνιηθό Βηβιίν, ζει. 216. 

 

Α4) α) Λάζνο  β) Λάζνο γ) Σσζηό δ) Σσζηό ε) Σσζηό 
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ΘΔΜΑ Β 

Β1) Έρνπκε όηη: *

2

4
( ) ,f x x x

x
   . 

Η f είλαη ζπλερήο ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο, σο πξάμεηο ζπλερώλ ζπλαξηήζεσλ. 

Η f είλαη παξαγσγίζηκε, σο πξάμεηο παξαγσγίζηκσλ ζπλαξηήζεσλ κε: 
3

4 3 3

8 8 8
( ) 1 1 , 0

x x
f x x

x x x


       . 

Τν πξόζεκν ηεο f   θαη ε κνλνηνλία ηεο f , θαίλνληαη ζηνλ παξαθάησ πίλαθα: 

𝒙         -2                     0                

𝒙𝟑 - -  + 

𝒙𝟑 + 𝟖 - +  + 
𝒇΄(𝒙) + -  + 
𝒇(𝒙) ↗ ↘  ↗ 

 

 Μνλνηνλία 
Αθνύ ( ) 0f x  γηα θάζε ( , 2)x   θαη f ζπλερήο ζην ( , 2]  , ηόηε ε f  είλαη γλεζίσο 

αύμνπζα ζην ( , 2]  . 

Αθνύ ( ) 0f x  γηα θάζε ( 2,0)x  θαη f ζπλερήο ζην [ 2,0) , ηόηε ε f  είλαη γλεζίσο 

θζίλνπζα ζην [ 2,0) . 

Αθνύ ( ) 0f x  γηα θάζε (0, )x  θαη f ζπλερήο ζην (0, ) , ηόηε ε f  είλαη γλεζίσο 

αύμνπζα ζην (0, ) . 

 Αθξόηαηα 
Η f παξνπζηάδεη ζην 0 2x   ηνπηθό κέγηζην, ην ( 2) 3f    . 

 

Β2) Η f  είλαη παξαγσγίζηκε σο πξάμεηο παξαγσγίζηκσλ κε: 
2

3 6 4

8 24 24
( ) 1 , 0

x
f x x

x x x

 
        

 
. 

Άξα ( ) 0f x  γηα θάζε 0x  , νπόηε ε f είλαη θνίιε ζην ( ,0) θαη ζην (0, ) . 

Δπνκέλσο δελ παξνπζηάδεη θαλέλα ζεκείν θακπήο. 

 

Β3) Έρνπκε ( ,0) (0, )f     . 

 Καηαθόξπθε Αζύκπησηε 

Δίλαη: 
2

0 0

4
lim ( ) lim
x x

f x x
x  

 
    

 
.  

Άξα ε επζεία 0x   είλαη θαηαθόξπθε αζύκπησηε ηεο fC . 

 

 Πιάγηα ή νξηδόληηα ζην   

Δίλαη: 
3

( ) 4
lim lim 1 1
x x

f x

x x 

 
   

 
, άξα 1  . 

Δίλαη:  
2 2

4 4
lim ( ) lim lim 0
x x x

f x x x x
x x


  

   
         

   
, άξα 0  . 
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Άξα ε επζεία y x  είλαη πιάγηα αζύκπησηε ηεο fC ζην  . 

 

 Πιάγηα ή νξηδόληηα ζην   

Δίλαη: 
3

( ) 4
lim lim 1 1
x x

f x

x x 

 
   

 
, άξα 1  . 

Δίλαη:  
2 2

4 4
lim ( ) lim lim 0
x x x

f x x x x
x x


  

   
         

   
, άξα 0  . 

Άξα ε επζεία y x  είλαη πιάγηα αζύκπησηε ηεο fC ζην  . 

 

Β4) Δίλαη: 
2

0 0

4
lim ( ) lim
x x

f x x
x  

 
    

 
. 

Δίλαη: 3 3

2 2

4 4
( ) 0 0 4 4f x x x x x

x x
          . 

Η γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f θαίλεηαη ζην παξαθάησ ζρήκα. 
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ΘΔΜΑ Γ 

Γ1) Αθνύ ην έλα θνκκάηη από ην ζύξκα ζα έρεη κήθνο x m θαη ην ζύξκα έρεη ζπλνιηθό κήθνο 8m, ηόηε 

ην άιιν θνκκάηη ζα έρεη κήθνο (8 )x m. 

Πξέπεη: 0x  θαη 8 0 8x x    . Άξα ινηπόλ έρνπκε όηη (0,8)x . 

 Αθνύ θηηάρλνπκε ηεηξάγσλν κε πεξίκεηξν x  m, ηόηε ε θάζε πιεπξά ηνπ ηεηξαγώλνπ ζα είλαη ίζε 

κε 
4

x
  m, 0x  .  

Άξα ην εκβαδόλ ηνπ ηεηξαγώλνπ ζα είλαη ζα είλαη: 
2 2

2 , 0
4 16

ώ

x x
m x 

 
    

 
. 

 Αθνύ θηηάρλνπκε θύθιν (έζησ κε αθηίλα ξ), ν νπνίνο έρεη κε κήθνο ίζν κε ην ππόινηπν ηνπ 

ζύξκαηνο, ηόηε ζα ηζρύεη: 

  
8

2 8 2
2

x
L x  




      m, (0,8)x .  

  Άξα, ην εκβαδόλ ηνπ θύθινπ ζα είλαη:    
2 2 2

2 2

2

8 (8 ) 64 16
, (0,8)

2 4 4
ύ

x x x x
E m x    

  

    
       

 
. 

 Άξα ην δεηνύκελν άζξνηζκα ησλ δύν εκβαδώλ, ζα είλαη: 
2 2 2 2 264 16 256 64 4 ( 4) 64 256

( ) , (0,8)
16 4 16 16

ώ ύ

x x x x x x
x E x   

   

  

       
         . 

 

Γ2) Η ζπλάξηεζε ( )x  είλαη ζπλερήο θαη παξαγσγίζηκε σο πνιπσλπκηθή θαη ηζρύεη:

   
1 1

( ) 2( 4) 64 ( 4) 32 , (0,8)
16 8

x x x x 
 

        . 

Έζησ  
1 32

( ) 0 ( 4) 32 ( 4) 32 0 ( 4) 32
8 4

x x x x x  
 

             


. 

Δπνκέλσο έρνπκε ηνλ παξαθάησ πίλαθα πξνζήκνπ. 

x 0                  32/π+4                     8  

E΄(x) - + 

Δ(x) ↘ ↗ 

 

Αθνύ ε ( ) 0x  ζην 
32

0,
4

 
 

 
θαη ε ( )x  είλαη ζπλερήο ζην 

32
0,

4

 
  

, ηόηε ε ( )x είλαη γλεζίσο 

θζίλνπζα ζην 
32

0,
4

 
  

. 

Αθνύ ε ( ) 0x  ζην 
32

,8
4

 
 

 
θαη ε ( )x  είλαη ζπλερήο ζην 

32
,8

4

 
  

, ηόηε ε ( )x είλαη γλεζίσο 

αύμνπζα ζην 
32

,8
4

 
  

. 
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Άξα ε ζπλάξηεζε ( )x παξνπζηάδεη νιηθό ειάρηζην ζην ζεκείν 0

32

4
x





, δειαδή ην εκβαδόλ ησλ δύν 

ζρεκάησλ ειαρηζηνπνηείηαη, όηαλ 0

32

4
x





. 

Γηα 
0x x , ε πιεπξά ηνπ ηεηξαγώλνπ είλαη ίζε κε 0

32

84

4 4 4

x 


  


. 

Γηα 
0x x , ε δηάκεηξνο ηνπ θύθινπ είλαη ίζε κε 

32 8 32 32 8
8

84 4 42 2
2 4

 

   
   

 


       


. 

Άρα λοιπόν,   . 

 

Γ3) Η ειάρηζηε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο ( )x είλαη ίζε κε:  

2

2

32 1 32 32 32 32 64 16
( 4) 64 256 8

4 16 ( 4) 4 16 4 4 4


       

    
              

         
. 

Αθνύ ε Δ είλαη ζπλερήο θαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην δηάζηεκα 1

32
0,

4

 
    

, ηόηε 

1
0

32 32 16 16
( ) 0, , lim ( ) ,

4 4 4x
x

   

        
                       

. 

Αθνύ ε Δ είλαη ζπλερήο θαη γλεζίσο αύμνπζα ζην δηάζηεκα 2

32
,8

4

 
    

, ηόηε 

2
8

32 32 16
( ) ,8 , lim ( ) ,4

4 4 4x
x

  

        
                       

. 

Δπεηδή 
16 16

5 ,
4 

 
   

, ηόηε από ΘΔΤ ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ 1

32
0,

4
x



 
 

 
ηέηνην, ώζηε 1( ) 5x  . 

Τν 1x είλαη κνλαδηθό, αθνύ ε Δ είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην 
32

0,
4

 
 

 
. 

Δπεηδή 
16

5 ,4
4

 
   

, ηόηε δελ ππάξρεη  2

32
,8

4
x



 
 

 
ηέηνην, ώζηε 2( ) 5x  . 

Άξα ππάξρεη κόλν κία ηηκή ηνπ x ώζηε ην άζξνηζκα ησλ εκβαδώλ λα είλαη ίζν κε 5. 
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ΘΔΜΑ Γ 

Γ1) Έρνπκε 2( ) 2 , , 1xf x e x x     . 

Η f είλαη ζπλερήο θαη παξαγσγίζηκε ζην  σο πξάμεηο παξαγσγίζηκσλ ζπλαξηήζεσλ κε 

( ) 2 2 , , 1xf x e x x      . 

Δίλαη: ( ) 2 2, , 1xf x e x      . 

Έζησ 
:

0( ) 0 2 2 2e 2 e 1 e 0

xe
x x a x a x af x e e x a x a                 



. 

Τν πξόζεκν ηεο f  θαίλεηαη ζηνλ παξαθάησ πίλαθα: 

x                α                

f       

f  ∩ ∪ 

 
Αθνύ ( ) 0f x  γηα θάζε ( , )x   θαη ε f ζπλερήο ζην ( , ] , ηόηε ε f είλαη θνίιε ζην ( , ] . 

Αθνύ ( ) 0f x  γηα θάζε ( , )x   θαη ε f ζπλερήο ζην [ , )  , ηόηε ε f είλαη θπξηή ζην [ , )  . 

Άξα ε fC παξνπζηάδεη κνλαδηθό ζεκείν θακπήο ην 2( , ( )) ( ,2 )f      . 

 

Γ2) Η κνλνηνλία ηεο f   θαίλεηαη ζηνλ παξαθάησ πίλαθα 

x                α                

f       

f       

 

Δίλαη:  lim ( ) lim 2 2 0 ( )x

x x
f x e x

 
        . 

Δίλαη:  lim ( ) lim 2 2 lim 2x x

xx x x

x
f x e x e e

e

  

  

 
        

 
, 

δηόηη: lim x

x
e


   θαη 

. . .

( ) 1
lim lim lim 0

( )x x xx D L H x x

x x

e e e





  


  


. 

Δπίζεο ( ) 2 2 2(1 ) 0f         . 

 

 Δπεηδή ε f   είλαη ζπλερήο θαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην δηάζηεκα  1 ,   , ηόηε 

    1( ) , [ ( ), lim (x)) 2(1 ),
x

f f f f  


        . 

Αθνύ 10 ( )f   , ηόηε από ΘΔΤ ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ 1 ( , )x   ηέηνην, ώζηε 1( ) 0f x  . 

Τν 1x  είλαη κνλαδηθό, αθνύ ε f  είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην ( , ) , άξα 1-1. 

Σην  1 ,     έρνπκε ηα εμήο:

:

1 1

:

1 1

(x) ( ) (x) 0

(x) ( ) (x) 0

f

f

x x f f x f

x x f f x f










       


        




. 
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 Δπεηδή ε f   είλαη ζπλερήο θαη γλεζίσο αύμνπζα ζην δηάζηεκα  2 ,   , ηόηε 

    2( ) , [ ( ), lim (x)) 2(1 ),
x

f f f f  


        . 

Αθνύ 20 ( )f   , ηόηε από ΘΔΤ ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ 2 ( , )x   ηέηνην, ώζηε 2( ) 0f x  . 

Τν 
2x  είλαη κνλαδηθό, αθνύ ε f  είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην ( , )  , άξα 1-1. 

Σην 
2 [ , )     έρνπκε ηα εμήο: 

:

2 2

:

2 1

(x) ( ) (x) 0

(x) ( ) (x) 0

f

f

x x f f x f

x x f f x f










       


        




. 

 

Οπόηε ηα παξαπάλσ πξόζεκα παξαγώγνπ ζπλνςίδνληαη ζηνλ επόκελν πίλαθα κνλνηνλίαο: 

 

x                 
1x                  

2x           

f         

f        

 

Δπνκέλσο ε f παξνπζηάδεη ηνπηθό κέγηζην ζην 
1x  θαη ηνπηθό ειάρηζην ζην 

2x , κε 
1 2x x  . 

 

Δ3) α΄ τρόπος 
Δίλαη 1 1(1) 2 2 2( 1) 0f e e        , δηόηη γηα 1 0 11 1 0 1 0a aa a e e e          ,  

ζπλεπώο  1 21 ( , )x x  δηόηη κόλν ζε απηό ην δηάζηεκα (x) 0f   .  

Γειαδή ηζρύεη ην εμήο: 
1 21x x   . 

Έρνπκε ηελ εμίζσζε: 
1 2 2 1 2

1 2

1 ( , ) ( , ) ( , )

( , ) 1 1
( ) (1) 1

x x x x x x

x x f ό
f x f x

 

    

  


  


 . 

Αδύλαηε ζην 2( , )x  αθνύ 1  . 

 

β΄ τρόπος 

Οκνίσο κε πξηλ απνδεηθλύνπκε όηη 
1 21x x   . 

Έζησ όηη ε εμίζσζε ( ) (1)f x f έρεη κία ηνπιάρηζηνλ ιύζε ζην δηάζηεκα 2( , )x , νπόηε ζα ππάξρεη 

έλα ηνπιάρηζηνλ  0 2( , )x x ηέηνην, ώζηε 0( ) (1)f x f . Γειαδή έρνπκε 1 0 21x x x    . 

Η f είλαη ζπλερήο ζην δηάζηεκα  1, ox , ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην δηάζηεκα  01, x θαη ηζρύεη όηη 

0( ) (1)f x f . Δπνκέλσο από ην ζεώξεκα  Rolle ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ 0 1 2(1, ) ( , )x x x    ηέηνην, 

ώζηε ( ) 0f   .ΑΤΟΠΟ!, αθνύ ε f   κεδελίδεηαη κόλν ζηα 1x θαη 2x . 

 

γ΄ τρόπος 

Έρνπκε ηελ εμίζσζε 2( ) (1) ( ) (1) 0, ( , )f x f f x f x x     . 

Θέηνπκε 2( ) ( ) (1), ( , )h x f x f x x   . 

Δίλαη ( ) ( ) 0h x f x   γηα θάζε 2( , )x x , νπόηε ε h είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην 2( , )x . 

Δίλαη 0 2 1 2 1( ) ( ) (1) 2 2 1 2 3h f f e e e               . 

Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε 2 1( ) 2 3, 1e         . 

Δίλαη 1( ) 2 2 , 1.e          

Δίλαη 1( ) 2 2 0e        , άξα ε  είλαη γλεζίσο θζίλνπζα.. 
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Γηα 
:

1 ( ) (1) ( ) 0


     


      


, άξα ε  είλαη γλεζίσο θζίλνπζα. 

Γηα 
:

1 ( ) (1) ( ) 0


         


, άξα θαη ( ) 0h   . 

Αθνύ ε h είλαη ζπλερήο γλεζίσο θζίλνπζα ζην 
2( , )x  , ηόηε 

    
2

2 2( ) , lim ( ), lim ( ) ( ), ( )
x x x

h h x h x h x h x h


 
  

 
    

 
είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην 

2( , )x . 

Αθνύ ( ) 0h   , ηόηε ην 0 ( )f  , νπόηε θαη ε εμίζσζε ( ) 0h x  είλαη αδύλαηε. 

 

 

Γ4) Η εθαπηνκέλε ηεο fC ζην 
0 2x  είλαη: (2) (2)( 2) 2 2( 2) 2 2y f f x y x y x           . 

Αθνύ ε f είλαη θπξηή ζην δηάζηεκα [2,3] , ηόηε ζα ηζρύεη: 

( ) ( ) 2 2f x y f x x     , γηα θάζε [2,3]x , κε ηελ ηζόηεηα λα ηζρύεη κόλν γηα x=2. 

Άξα  ( ) 2 2 2 2f x x x x     , αθνύ 2 0x   , κε ηελ ηζόηεηα λα ηζρύεη κόλν γηα x=2. 

Άξα  
3 3

2 2

( ) 2 2 2 2f x x dx x x dx      . (1) 

Γηα ην  
3 3

2 2

2 2 2 2 ( 1) 2x x dx x x dx        , ζέηνπκε 22 2x u x u     , άξα 2dx udu . 

Γηα 2 0x u   , γηα 3 1x u   . 

Άξα 

 
13 1 1 5 3

2 4 2

2 0 0 0

1 1 8 32
2 2 2 2 ( 1) 2 4 ( ) 4 4 4

5 3 5 3 15 15

u u
x x dx u u udu u u du

   
                       

  
   . 

Άξα ε (1) 
3

2

32
( ) 2

15
f x x dx    . 

 

 

 

 


